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1. Введение.
   Практически все разделы дополнительной учебной литературы по математике, связанные с дробями начинаются с фраз, аналогичных следующей: “Дроби это тема, о которую спотыкается половина жителей нашей планеты. Если спросить у людей с какой темы у них начались проблемы с математикой, то большинство из них ответят - с дробей... Дроби действительно тема не из простых… требует много терпения и внимания.” [1].
   Это означает, что педагогически тема дробей ещё не проработана до конца, а её логическое построение и обоснование в чём-то некорректны.
   Цель данной работы: на примере школьного учебника [2] показать типичные упущения в разделах математики, связанных с дробями, НОД и НОК. Предложить вариант корректировки данных разделов.
НОД – наибольший общий делитель. 
НОК – наименьшее общее кратное. 

2. Современный порядок обучения работы с дробями, НОД и НОК.
   Логика современного обучения понятиям НОД и НОК, принятая, например, в учебнике для 6-го класса [2], согласно оглавлению главы 2, “Делимость чисел”, и далее по тексту, состоит в следующем:
- вводится понятие “делителей и кратных” натуральных чисел, НОД и НОК;
- изучаются свойства делимости произведения, суммы и разности чисел;
- приведена “мимоходом” (без акцентов) редко используемая неполная формулировка “Алгоритма Евклида” для нахождения НОД (неполная в части отсутствия упоминания случаев, когда исследуемые числа взаимно простые);
- изучаются признаки делимости натуральных чисел;
- вводится понятие простых и составных чисел;
- вводится понятие взаимно простых чисел;
- предлагаются для решения задачи с дробями (по мнению автора, не очень корректно логически связанные с изучаемым материалом);
- вводится понятие множеств, на основе понятий делителей и кратных, других объектов математики (данный раздел, очевидно, вообще не связан с основной темы главы).

3. Недостатки современной логики обучения работы с дробями.
   Основными недостатками современной логики обучения дробям, принятым в учебнике [2], по мнению автора, являются:
- отсутствует прямая логическая связь материала с дробями;
- прививается навык неоптимальной работы с дробями при разложении больших значений знаменателей, являющихся взаимно простыми, а также при вычислениях НОД и НОК;
- отсутствует объяснение обучающимся факта существования бесконечного ряда простых чисел [3], не прививаются навыки и умения распознавать такие числа;
- не предусмотрено воспитания навыков оценки величин НОД и НОК.  
   Такая оценка материала дана автором после анализа результатов тестирования конкретных 6-х классов средних школ, со средней оценкой по математике четыре и выше.

Пример 1. Иллюстрация необоснованности применения стандартного разложения чисел на множители при работе со взаимно простыми числами. 
   Возьмём две пары дробей со знаменателями 656 и 75, 665 и 76. 
Делители первой пары: 656{2,2,2,2,41,1} и 75{3,5,5,1}. 
Делители второй пары: 665{5,7,19,1} и 76{2,2,19,1}. 
   Соответственно для первой пары НОД {656,75} = 1, НОК {656,75} = 49200 – произведение знаменателей, т.к. первая пара – взаимно простые числа. 
   Для второй пары НОД {665,76} = 19, НОК {665,76} = 2660. 
   На. Рис.1. показаны действия обучающихся для нахождения делителей обеих пар, рекомендуемые учебником. 
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	Рис. 1. Разложение на множители чисел: 656, 75, 665 и 76.




   




   Нетрудно подсчитать, что для первой пары (числа: 656 и 75) было выполнено “впустую” 8 ненужных действий, при том, что первое число меньше 1000, а второе – меньше 100.

4. “Алгоритм Евклида”, НОД.
   Известно, что альтернативой нахождению НОД методом разложения на множители является “Алгоритм Евклида” [3,4]. Его корректная формулировка достаточно проста для понимания.
1. Для нахождения НОД двух имеющихся чисел, большее число делим на меньшее.
2. Если деление оказалось без остатка, то меньшее число и есть НОД. Процесс закончен.
3. Если есть остаток, то знаменатель текущего выражения делим на остаток от деления и т.д. пока не найдём НОД, либо пока не получим делитель, равный 1 – это случай, когда оба числа взаимно простые. На этом вычисления прекращаются.

Пример 2. Иллюстрация “Алгоритма Евклида”.
   Рассмотрим пример 1 из раздела 3 выше и найдём НОД через “Алгоритм Евклида” – Рис.2.
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	Рис. 2. Нахождение НОД  двух пар чисел "Алгоритмом Евклида".



   Из рисунка видно: за 4 арифметических действия против 8 мы определили, что первая пара чисел – взаимно простые, а для второй пары дробей – НОД найден за 4 операции против 6.

5. “Алгоритм Евклида” и НОК.
   Из раздела 4 мы увидели, что “Алгоритм Евклида” позволил определить НОД без разложения чисел на простые множители. Соответственно, для нахождения НОК:
- разложим числа, не являющиеся взаимно простыми на множители, но уже начиная с деления их на НОД; 
- полученные числа будем раскладывать также, как и в общем случае на простые множители;
- определим НОК по общему правилу: умножим большее число на множители, которых в нём нет, но есть в меньшем числе.

Пример 3. 
   Определим НОК для пары чисел: 665 и 76 из примера 1, используя НОД из примера 2, см. Рис.3.
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	Рис. 3. Разложение на множители с использованием НОД и вычисление НОК.



   Видно, что для чисел 665 и 76 надо выполнить все операции, как и при стандартном разложении, но деление мы начали с деления на НОД, а не с 2 и 5 для чисел 76 и 665 соответственно, что в общем случае – проще, т.к. теперь уже не надо искать делители для больших значений НОД, если НОД – составное число. 
   Очевидно, что в тех случаях, когда НОД – составное число, “экономия усилий при вычислениях” может оказаться весьма значительной.
   
6. Логика предлагаемого обучения работе с дробями, НОД и НОК.
   На основании материалов разделов 1-5 автор предлагает следующую логику обучения работе с дробями, НОД и НОК:
- ввести понятие простых и составных чисел;
- объяснить вид и порядок работы с простыми дробями при малых значениях числителя, и с простыми числами в знаменателе, не превышающих нескольких первых чисел множества простых чисел;
- объяснить принципы сокращения дробей посредством разложения числителя и знаменателя на простые числа перебором, начиная от 2;
- объяснить, что количество простых чисел бесконечно;
- ввести понятие взаимно простых чисел;
- ввести понятие НОД;
- объяснить, что если большее число не делится на меньшее без остатка, то НОД не может быть больше квадратного корня из меньшего числа;
- рассмотреть “Алгоритм Евклида” на примерах нахождения НОД двух и более взаимно простых и сокращаемых чисел;
- ввести понятие НОК и обучить правилам его нахождения через НОД, найденный по “Алгоритму Евклида”;
- объяснить, что НОК не может быть меньше большего числа и быть больше произведения всех чисел, для которых его находят;
- рассмотреть две и более дроби с большими значениями знаменателей, состоящих из составных чисел.

7. Заключение.
   Предложена логика построения разделов математики в школьных учебниках и пособиях, связанных с дробями, НОК и НОД, которая по мнению автора: 
- более логична по внутренней структуре; 
- более подробно и правильно отражает математические закономерности; 
- оптимизирует процессы вычислений при работе с дробями; 
- позволяет быстро определить, что рассматриваемые числа – взаимно простые, если встретилась именно такая ситуация.
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